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摘　　　要 : 疲劳寿命呈现异方差特性 ,其标准差随弹性应变幅和塑性应变幅的减小而增大 ,因此在 Man2
son2Coffin公式中引入标准正态变量μ和线性标准差σe ,σp ,将ε2N 曲线参数表示为标准正态变量μ的函数 ,

建立了低循环疲劳寿命的概率模型.针对某涡轮盘材料 ,在低循环疲劳试验数据的基础上应用异方差回归分

析方法获得了概率模型的参数 ,应用该模型对涡轮盘销钉孔的低循环疲劳寿命进行了 Monte2Carlo 数值模

拟 ,获到了寿命的概率分布.得到可靠度 0. 998 7的概率寿命与轮盘技术寿命相一致 ,相对误差仅为 4 %.该模

型参数均来自疲劳试验数据的统计分析 ,寿命预测精度高 ,具有较好的工程应用前景.
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Abstract : The standard deviation of fatigue life increases wit h reduction of elasticity and

plasticity st rain component s. A standard normal random variableμand linear standard devia2
tionsσe andσp were int roduced into Manson2Coffin equation , so t he probabilistic model of fa2
tigue life was established , in which four parameters were expressed as t he f unctions of μ.

The parameters of t he p robabilistic model were obtained by t he heteroscedastic regression a2
nalysis met hod based on t he low cycle fatigue (L CF) test data , t he fatigue life p robability a2
nalysis for t he pinhole of a disk was achieved by this model , and t he dist ribution of the fa2
tigue life of the pinhole was obtained. The results show that the life with the reliability of 0. 998 7

is well consistent wit h t he technical life of t he disk based on test evaluation. This model is

suitable for engineering application with it s good precision.
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　　随着现代高性能、高推重比航空发动机的发

展 ,涡轮盘承受的应力水平大幅度提高 ,危险部位

已经存在较大的塑性变形 ,低循环疲劳失效是其

主要失效模式 ,并且疲劳寿命具有较大的分散性 ,

因此涡轮盘低循环疲劳寿命的概率分析在发动机

可靠性设计中有着重要的意义.
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从 P2ε2N 角度研究低循环疲劳寿命的概率

特性 ,把循环应变作为常值 ,研究一定循环应变下

的疲劳寿命的分布.而涡轮盘结构的循环应变受

到转速、温度、密度、几何尺寸等随机因素的影响 ,

具有一定的分散性 ,会导致寿命分散性增大[1 ] .针

对轮盘低循环疲劳寿命的概率分析方法通常在随

机有限元分析的基础上 ,假定疲劳性能参数服从

某种分布 ,利用 Ho smer2Lemeshow 方法[2 ]或数

值模拟方法[324 ]进行疲劳寿命分析.这种方法由于

假设疲劳性能参数的分布类型 ,均值和标准差等 ,

因此离实际工程应用还存在一定的差距 ,并且随

机变量是否相互独立也会影响分析的精度.唐俊

星等人针对以上问题发展了一种概率寿命模型 ,

引入两个相关随机变量将 Mason2Coffin 公式随

机化 ,并在某涡轮盘低循环疲劳寿命可靠性研究

中得到了应用[526 ] ,但是该模型中假设疲劳寿命标

准差为常数 ,在分析中存在一定的误差 ,因为大量

的疲劳试验研究发现疲劳寿命呈现异方差特

性[728 ] ,对数寿命的标准差随弹性应变幅Δεe 和塑

性应变幅Δεp 的减小而增大 ,并且理论上可以证

明对数寿命的标准差随对数弹性应变幅和对数塑

性应变幅呈线性变化.

本文考虑了疲劳寿命的线性异方差特性 ,引

入线性标准差σe ,σp 和标准正态变量μ将 Ma2
son2Coffin公式随机化 ,建立了疲劳寿命的概率

模型 ,模型中的系数σ′f / E ,ε′f 和指数 b , c均表示

为标准正态变量μ的函数 ;并在 250 ℃下涡轮盘

材料 GH4133的低循环疲劳试验数据的基础上 ,

应用线性异方差回归分析方法 ,得到了概率模型

中四个参数的随机表达式.为了验证模型精度 ,结

合文献[ 5 ]中某涡轮盘销钉孔危险点的循环应变

拟和公式 ,对涡轮盘进行了疲劳寿命概率分析 ,获

得了寿命的概率分布 ,并得到了可靠度 0. 998 7

的概率寿命与轮盘技术寿命相吻合.本文方法不

同于常规方法 ,没有假设疲劳性能参数的分布形

式分散系数 ,并且考虑了疲劳寿命的异方差特性 ,

由试验数据的统计分析确定模型参数 ,概率寿命

预测精度高 ,更具有工程实用价值.

1　低循环疲劳寿命概率模型

　　低循环疲劳寿命分析中最常用的是 Mason2
Coffin公式

Δεt
2

=
Δεe

2
+
Δεp

2
=
σ′f

E
(2 N f ) b +ε′f (2 N f ) c (1)

其中Δεe ,Δεp ,σ′f , E , b ,ε′f , c分别为弹性应变

幅、塑性应变幅、疲劳强度系数、弹性模量、疲劳强

度指数、疲劳塑性系数和疲劳塑性指数. Mason2
Coffin公式的核心是在双对数坐标内 ,疲劳寿命

分别与弹性应变幅和塑性应变幅呈线性关系.确

定性 Mason2Coffin公式仅表示了疲劳寿命均值

与循环应变之间的关系 ,为了描述疲劳寿命的分

散性 ,需要将 Mason2Coffin 公式随机化 ,建立概

率模型.常规方法假设疲劳性能参数σ′f , b ,ε′f ,c为

正态分布或某种已知分布形式的随机变量 ,这种

假设缺乏理论依据 ,并且一般也没有给出确定变

量均值、标准差的方法 ,因此工程实际应用存在一

定的困难.

1 . 1　疲劳寿命概率模型

　　大量疲劳试验数据已经证实对数疲劳寿命遵

循正态分布.根据 Mason2Coffin 公式弹、塑性线

中对数疲劳寿命分别表示为

lg (2 Nf ) =
1
b

lg
Δεe

2
-

1
b

lg (
σ′f

E
) (2)

lg (2 N f ) =
1
c

lg
Δεp

2
-

1
c

lg (ε′f ) (3)

为了方便概率模型的推导 ,令 ye = lg (2 N f ) , xe =

lg (Δεe / 2) , ae = - lg (σ′f / E) / b , be = 1/ b可得弹性

线的标准线性方程

ye = ae + be xe (4)

同样令 yp = lg ( 2 N f ) , xp = lg (Δεp / 2 ) , ap = -

lg (ε′f ) / c ,bp = 1/ c可得到塑性线的标准线性方程

yp = ap + bp xp (5)

概率模型中将系数 ae , be , ap , bp 均视为随机变

量.假设σe ,σp 分别为对数寿命 ye , yp 的标准差 ,

则可以将 ye , yp 表示为随机变量的形式

ye = ae + be xe +μσe (6)

yp = ap + bp xp +μσp (7)

其中 ae , be , ap , bp 分别为 ae , be , ap ,bp 的均值 ;

μ为标准正态随机变量.如果标准差σe ,σp 为常

数 ,则可以得到 be , bp 为常数 ,而 ae , ap 为正态随

机变量

ae = ae +μσe (8)

ap = ap +μσp (9)

进一步可以得到与文献[ 1 ]相同的概率模型 ,指数

b, c为常数 ,参数σ′f / E和ε′f 满足

lg
σ′f

E
= -

ae +σeμ
be

(10)

lg ε′f = -
ap +σpμ

bp

(11)

可以看出假设疲劳寿命对数标准差为常数的情况
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下 ,系数σ′f / E ,ε′f 均为对数正态随机变量.

然而大量疲劳试验数据显示对数寿命 ye , yp

的分散性随Δεe 和Δεp 的减小而增大 ;理论上也

可以证明对数寿命的标准差随对数弹性应变幅和

对数塑性应变幅呈线性变化 ,因此σe 和σp 可表示

为[8 ]

σe ( xe ) =σe0 [1 +θe ( xe - xe0 ) ] (12)

σp ( xp ) =σp0 [1 +θp ( xp - xp0 ) ] (13)

其中σe0 ,σp0分别表示对数寿命 ye , yp 在对数应变

幅 xe0 , xp0处的标准差 ;θe ,θp 分别表示σe ,σp 线性

变化的斜率.对于弹性线 ,将式 (12)代入式 (6)

得到

ye = ae +σe0 (1 - θe xe0 )μ+ ( be +σe0θeμ) xe

(14)

则有 ae ,be 均为正态随机变量

ae = ae +σe0 (1 - θe xe0 )μ (15)

be = be +σe0θeμ (16)

因此可以得到弹性线的系数和指数的随机变量表

达式分别为

lg
σ′f

E
= -

ae +σe0 (1 - θe xe0 )μ
be +σe0θeμ

(17)

b =
1

be +σe0θeμ
(18)

塑性线与弹性线具有相同形式的均值和标准差方

程 ,同理可得 ,塑性线的系数和指数为

lg (ε′f ) = -
ap +σp0 (1 - θp xp0 )μ

bp +σp0θpμ
(19)

c =
1

bp +σp0θpμ
(20)

式 (17)～ (20)中的参数 ae , be ,σe0 ,θe , xe0 , ap ,

bp ,σp0 ,θp , xp0均可由疲劳试验数据的线性异方差

回归分析获得 ,得到 Mason2Coffin公式中的 4个

参数的随机变量表示 ,建立了低循环疲劳寿命的

异方差概率模型 ,模型中将系数σ′f / E ,ε′f 和指数

b, c均作为随机变量 ,没有事先假定其分布形式 ,

而将其表示为标准正态变量μ的函数.对应一定

的疲劳寿命分布概率 P ,μ取确定值 ,因此可以得

到一组对应的参数 ,这一组参数确定了概率 P下

的应变2寿命关系.从 4 个参数的表达式可以看

出 ,它们并不符合正态分布或对数正态分布 ,指数

b和 c的倒数为正态变量 ,而系数σ′f / E ,ε′f 的分布

形式则较为复杂.

1 . 2　概率模型参数的确定

　　某航空发动机一级涡轮盘 ,材料为 GH4133 ,

轮盘与轴之间由销钉连接 ,销钉孔是轮盘上的薄

弱环节 ,容易出现低循环疲劳裂纹.涡轮盘工作

中 ,销钉孔温度基本保持在 250 ℃,为了分析涡轮

盘销钉孔的低循环疲劳可靠性 ,根据 250 ℃下

GH4133材料的低循环疲劳试验数据[9 ] ,如表 1

所示 ,建立疲劳寿命的异方差概率模型.

表 1　GH4133低循环疲劳试验数据

Table 1　LCF test data of GH4133

试件数 Δεt / 2 Δεe / 2 Δεp / 2 2 Nf

1 0. 004 21 0. 004 02 0. 000 19 15 900

2 0. 004 18 0. 003 95 0. 000 23 12 500

3 0. 004 25 0. 004 01 0. 000 24 22 546

4 0. 004 25 0. 004 05 0. 000 20 19 050

5 0. 004 24 0. 004 05 0. 000 19 9 984

6 0. 004 85 0. 004 42 0. 000 43 11 724

7 0. 004 81 0. 004 40 0. 000 41 9 338

8 0. 004 84 0. 004 45 0. 000 39 10 154

9 0. 004 81 0. 004 31 0. 000 50 10 862

10 0. 004 81 0. 004 34 0. 000 47 10 836

11 0. 005 44 0. 004 67 0. 000 77 6 674

12 0. 005 40 0. 004 74 0. 000 66 7 198

13 0. 005 43 0. 004 68 0. 000 75 7 906

14 0. 005 45 0. 004 62 0. 000 83 10 266

15 0. 005 38 0. 004 66 0. 000 72 9 598

16 0. 006 97 0. 005 33 0. 001 64 4 690

17 0. 006 99 0. 005 15 0. 001 84 2 752

18 0. 006 95 0. 005 27 0. 001 68 3 368

19 0. 007 01 0. 005 18 0. 001 83 3 674

20 0. 006 92 0. 005 24 0. 001 68 3 334

试验数据中Δεe ,Δεp 都呈随机变化 ,导致数

据呈散点状 ,给材料疲劳寿命的统计造成了一定

的困难.异方差回归分析方法 ,对数据要求不高 ,

能够将各个应变水平下的散点数据作为一个整体

进行统计分析 ,充分地利用数据的横向信息.在试

件数一定的时候可以提高分析精度 ,在精度相同

的情况下能够大量节约试件 ,因此具有显著的工

程意义[8 ] .应用线性异方差回归方法 ,对表 1数据

进行统计分析 ,以确定疲劳寿命概率模型中的相

关参数.具体算法可参考文献 [ 728 ] ,这里不再赘

述.得到弹、塑性线的均值标准线性方程和对数寿

命标准差为
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ye = - 8 . 969 6 - 5 . 503 8 xe (21)

yp = 1 . 628 1 - 0 . 708 5 xp (22)

σe ( xe ) = 0 . 105 7[1 - 0 . 949 9 ( xe + 2 . 341 5) ]

(23)

σp ( xp ) = 0 . 110 5[1 - 0 . 353 6 ( xp + 3 . 232 0) ]

(24)

进而根据式 (17)～ (20)得到概率模型的参数

表达式

lg
σ′f

E
=

- 8 . 969 7 - 0 . 129 36μ
5 . 503 8 + 0 . 100 38μ

(25)

b =
- 1

5 . 503 8 + 0 . 100 38μ
(26)

lg (ε′f ) =
1 . 628 1 - 0 . 015 80μ
0 . 708 5 + 0 . 039 08μ

(27)

c =
- 1

0 . 708 5 + 0 . 039 08μ
(28)

1 . 3　非对称循环的修正

　　以上得到的式 (25)～ (28)是对称循环即应变

比为 - 1 时 , GH4133 材料的疲劳参数随机表达

式.而涡轮盘危险点的应变循环为非对称循环 ,应

变比约为 0. 35 [5 ] ,预测寿命时需要修正平均应力

σm 的影响.同时考虑到应变比大于 0 ,具有降低疲

劳寿命分散性的作用[10 ] ,其对数寿命标准差小于

对称循环的对数寿命标准差 ,因此 ,通过在对称循

环概率模型中添加 Morrow 修正项[526 ]来修正平

均应力对寿命均值的影响 ,以对称循环的对数寿

命标准差代替非对称循环的对数寿命标准差 ,得

到修正的涡轮盘概率寿命模型

Δεt
2

=
σ′f

E
-
σm

E
(2 N f ) b +ε′f (2 N f ) c (29)

虽然该模型分散性偏大 ,但是进行可靠性设

计分析时能够得到偏于安全的可靠性寿命 ,对于

缺少非对称循环试验数据的情况 ,在工程应用上

仍然不失为一种有效的修正模型.

2　涡轮盘低循环疲劳寿命概率分析

　　为了验证本文提出的异方差概率模型 ,对涡

轮盘进行低循环疲劳寿命概率分析时 ,直接采用

了文献[ 5 ]中通过响应面方法拟和得到的涡轮盘

销钉孔危险点的循环应变函数

Δεt = 1. 297913 ×10- 5ω - 2. 018947 ×10 - 7 T 2 -

3 . 567 047 ×10 - 11 Eω - 2 . 352 948 ×10 - 8ωT

(30)

其中ω为轮盘最大转速 , E为弹性模量 , T为模拟

销钉过盈配合量的虚拟温度.应用异方差概率模

型进行可靠性分析时的随机变量如表 2所示.

表 2　随机变量表

Table 2　Variables in reliability analysis

变量 均值 标准差

ω/ ( rad/ s) 1 331 4. 4

E/ GPa 199 9. 57

T/ ℃ 86 14

μ 0 1

分析采用 Monte2Carlo 数值模拟方法 ,对表

2中的变量进行 10万次随机抽样 ,然后由式 (30)

计算得到循环应变幅 ,由式 (25)～ (28)得到寿命

模型中的参数 ,最后代入式 (29)计算疲劳寿命 ,其

中平均应力σm 取其均值 310 MPa[6 ] ,得到疲劳寿

命的 10 万次数值模拟.绘制了疲劳寿命的直方

图 ,如图 1 所示 ,横坐标为疲劳寿命 ,纵坐标为数

值模拟次数 ,可以看出寿命呈明显的偏态分布.

进一步统计分析 ,得到了对应一定可靠度的疲劳

寿命 ,并与文献[ 5 ]的计算结果及轮盘寿命试验评

估结果进行了对比 ,如表 3所示.

图 1　疲劳寿命直方图

Fig. 1　Dist ribution of the fatigue life

表 3　涡轮盘销钉孔的可靠度寿命

Table 3　LCF reliability life of the turbine disk

可靠度 R Nf Nf in reference [5 ]

0. 998 7 2 110 1 885

0. 5 5 265 4 733

0. 001 3 14 743 12 335

最大概率密度 4 512 4 250

轮盘试验寿命 4 725 4 395

轮盘技术寿命 2 198
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在循环应变响应和结构随机变量的分布均相

同的情况下 ,本文分析结果与文献 [ 5 ]比较接近 ,

相对误差在 10 %左右 ,本文得到的各可靠度水平

的疲劳寿命均大于文献[5 ] ,主要原因是试验数据

的差异 ,本文建立模型所采用的试验数据在 3 个

应变水平上的平均寿命大于文献[5 ]的试验结果 ,

所以本文的预测寿命在整体上较文献 [ 5 ]结果偏

大.本文得到的可靠度 0. 001 3 的寿命与可靠度

0. 998 7的寿命之比为 6 . 9 8 7 ,而文献 [ 5 ]为

6 . 5 4 4 . 这主要是由于本文考虑了疲劳寿命的异

方差特性 ,而文献 [ 5 ]基于同方差分析 ,在试验应

变范围的低应变水平 (0. 004 5 左右)得到的对数

寿命标准差估计值偏小 ,所以其寿命分散性较小.

文献[ 11 ]在涡轮盘试验基础上 ,由疲劳寿命分散

系数法得到置信度 0. 95 ,可靠度 0. 998 7 的轮盘

技术寿命为 2 198 次循环 ,与本文数值模拟得到

的可靠度 0. 998 7的寿命 2 110次循环相吻合 ,二

者相对误差为 4 % ;另外本文得到的最大概率寿

命为 4 512 次循环 ,与涡轮盘试验寿命 4 725 和

4 395 次循环的相对误差分别为 4. 5 %和 2. 7 %.

可以认为两个轮盘试验寿命比较接近该涡轮

盘的实际最大概率寿命 ,如果以试验寿命的平

均值 4 560 次循环作为最大概率寿命的估计值 ,

则本文得到的最大概率寿命与之吻合 ,相对误差

为 1. 1 %.

对比分析说明本文给出的考虑疲劳寿命异方

差特性的概率模型 ,能够较好的反映疲劳寿命分

散性 ,并且异方差概率模型的参数均由试验数据

的统计分析获得 ,更适合结构可靠性分析的工程

应用 ,具有较高的概率寿命预测精度.

3　结　论

　　1) 在 Manson2Coffin 公式中引入标准正态

变量和对数寿命的线性标准差 ,将公式中的 4 个

参数表示为标准正态变量的函数 ,建立了低循环

疲劳寿命的概率模型.该模型不事先假设疲劳性

能参数的分布形式 ,参数都来自对疲劳试验数据

的统计分析 ,更有利于工程实际应用.

2) 应用该模型对某涡轮盘进行了低循环疲

劳寿命可靠性分析 ,得到了轮盘销钉孔的寿命分

布及可靠寿命.分析结果与轮盘试验评估结果非

常接近 ,相对误差小于 5 % ,验证了疲劳寿命概率

模型的合理性 ,分析结果能够为实际涡轮盘的疲

劳寿命评估提供参考.

3) 对疲劳试验数据的统计分析采用异方差

回归分析方法 ,将不同应变水平下的试验数据作

为整体进行推断 ,能够充分利用数据的横向信息 ,

对疲劳寿命分散性的估计更准确 ,因此对概率寿

命的预测较一般同方差分析方法精度也会更高.
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